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Zusammenfassung:

Im Hinblick auf die Untersuchung von riickgekoppelten Systemen
mit linearen, zeitvariablen Gliedern wird eine Beschreibung
des Ubertragungsverhaltens linearer, zeitvariabler Systeme
gegeben. Als Sonderfall werden periodisch zeitvariable Systeme

dargestellt.

Eine Moglichkeit zur Phasenmodulation mit Hilfe von 90°-Filtern
wird beschrieben.

HEINRICH-HERTZ-INSTITUT

Der Bearbeiter

',_..,.,...PJ——-"’— e —_

(Dipl.-Ing. F. Pesko)

Der Abteilungsleiter Der Institutsdirektor

= .22221=’”‘"““"_. c‘hﬂﬂ“"k*ka

(Prof. Dr.-Ing. L. Cremer) (Prof. .~Ing. F. W. Gundlach)

Berlin-Charlottenburg, den 15. Mai 1972



HEINRICH-HERTZ-INSTITUT FUR SCHWINGUNGSFORSCHUNG
BERLIN-CHARLOTTENBURG

Technischer Bericht Nr. 152

Beschreibung zeitvariabler Systeme
zur Ermittlung der Stabilitédtsgrenze
bei akustischer Riickkopplung

von

Dipl.-Ing. Friedrich PeSko

Berlin 1972



Systematische Untersuchungen
zur akustischen Riickkopplung

Einleitung

Bei allen elektroakustischen Ubertragungsanlagen, bei denen
sich Mikrofon und Lautsprecher im gleichen Raum befinden,
wird die mogliche Verstédrkung durch die bekannte Erscheinung
der akustischen Riickkopplung beschréankt.

Da diese Beschrédnkung nachteilig ist, wurde verschiedentlich
versucht, die Riickkopplung zu erschweren.

M.R. SCHROEDER fiihrt eine konstante Frequenzverschiebung zwi=
schen Mikrofon und Lautsprecher durch (JASA 36, p.1718).

BROADHURST (Dissertation Cape Town 1970) versuchte eine
Phasenmodulation im Riickkopplungszweig.

Im Institut fiir Technische Akustik der TU Berlin wurde von
G. ROLLE die periodische Umschaltung zwischen zwei Mikrofonen
im Rahmen einer Studienarbeit erprobt.

Alle bisher beschrittenen Wege brachten keinen groBeren Zu-
wachs des VerstarkungsmaBes als bestenfalls 10 dB.

Im Rahmen dieser Arbeit soll versucht werden, diese offenbar
vorhandene Stabilitédtsgrenze zu ermitteln, und an Hand eines
in allen Einzelheiten bekannten Schallfeldes zu iiberpriifen.
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Beschreibung zeitvariabler, linearer Systeme

Ein Phasenmodulator kann als Phasenschieber aufgefaBt werden,
der die Phase zu jedem ZeitpUnkt um einen anderen Betrag
schiebt, d.h. es handelt sich um ein zeitvariantes System.

Die Gewichtsfunktion (= StoBSantwort) eines solchen Systems
hédngt also vom StoBzeitpunkt ab

g(t,7) = y(t) fir x(t) = 8(t - 7T) (1)

und die Ausgangsfunktion ergibt sich nicht mehr aus der Fal-
tung von Eingangs- und Gewichtsfunktion, sondern nimmt die
allgemeine Form

+ @

yu)=fgwﬁ)wndr (2)

=00

an, wobei

x(t) = Eingangsfunktion

y(t) = Ausgangsfunktion
ist. Bei kausalen Systemen ist die obere Integrationsgrenze t.
Die Ubertragungsfunktion G(jw) zeitinvarianter Systeme er-
gibt sich als Fouriertransformierte der Gewichtsfunktion und
148t sich auch als Antwort des Systems auf eine Erregung mit

x(t) = gJuwt
interpretieren:

6(j0) =f fa(v)) = BE fur x(s) = I9° .

Analog 14Bt sich eine zeitabhiéngige Ubertragungsfunktion
definieren:

+00
y(t) = | &(t,T) « x (7) 4T =
+ 00 +00 .
= 75 f X(juw) e f g(+,T) » e~d0(t = T) 4r g4
+00 '
- o= {nm>-wnw)awdw
)



mit 80
G(t,jw) = f S(t’T) - e-jw(t - T at ,
+00
g(t,7) + &3l at
(5, 30) = =2 = ZE rur x(s) = 3¢ (3)
so daB gilt '
y(8) =¢71 {x(jw) - a(t,d0)) . (4)

Aus (4) folgt aber, daB das Ausgangsspektrum nicht mehr gleich
dem Produkt aus Eingangsspektrum und Ubertragungsfunktion ist.

Es gilt vielmehr:

+00

y(t) = 2 { X(j0') - 6(t,30") - eI'F au

- 00

daraus folgt durch eine Fouriertransformation

+00 +00
Y(jw) = f% ‘{ X(juw') - ‘f G(t,Jjuw') - ed0't o=Juwt 44 g,
- <0
mit
, oA 3
S(jwyjw') = 5=f f.Y(t) .
x(t) = ed®'¥ | (5)

Die Systemfunktion (5) stellt ein Analogon zur Gewichts-
funktion (1) im Frequenzbereich dar

g(t,T) = y(t)

x(t) = 6(t - 7) (6)
S(jw,jw') = Y(jw)

X(jw) = 6(w - w') .

Somit ergibt sich das Ausgangsspektrum aus einer Stof-
synthese analog(2) zu

+ 00

Y(ju) = f X(jw') + S(jw, ju') du' (1)

Q0
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Ist die Ubertragungsfunktion (3) periodisch mit der Grund-
frequenz wg, so nimmt die Systemfunktion (6) die Form

S(juy Jo') = S A 8w - ' - nu) (8)
0= ~o

an, und das Ausgangsspektrum ergibt sich zu

Y(jw) =i:.am * X (v - nw) . (9)

Aus (9) wird deutlich, daB ein zeitverdnderliches System
eine Frequenzvervielfachung zur Folge hat.

Die bisherigen Aussagen sollen am iiberschaubaren Beispiel
des Amplitudenmodulators gezeigt werden:

Die Ubertragungsfunktion ist nach (3)
G(tij) = A(t)
und sei bei cos-formiger Modulation

A(t) = ' (1 +m cos wmt) "

Damit wird die Systemfunktion (5)

1
S(jw, jw') = > 1 C, 8(w = w' = n wm)
n=-

mit

=q, = £ . -
C_y=C;=3*4A und C =4

-1 )

und das Ausgangsspektrum nimmt fiir beliebige Erregung nach
(7) die Form

Y(jw) = —> g, * X(w - n wm)
n = =1
an.
Ist x(t) = cos wt,
X(jo) =7 [6(w + w) +6 (0 =w)
so wird
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1
Y(jw) = > Cn~'n[6(w+w1-nwm) +
n = -1
8(w - wy =10 qmﬂ "
Die zugehbrige Zeitfunktion ist

y(t) = % + A, cos (w1 + wm)t +

% * A, cos (w1 - wm)t +

Ao cos w1t

= Ao cos w1t + k Ao cos w1t cos wy t

cos w,t ¢ Al (1 + k cos mmt) s Gesde
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Beschreibung des Phasenschiebers

Die Gewichtsfunktion eines linearen Filters mit der Uber-
tragungsfunktion

B e'j¢o w >0
G(jw) = fiir
-(p &
Ao e o w >0
= Ao . ej sign w - 90

ist (s.a. PAPOULIS, The Fourier Integral and its applicationms,
Mc Graw Hill 1962, p. 163)
Lo
g(t) = A, cos @ 5(t) + A, * 5p s8in ¢, ,
so daB die Ausgangsfunktion bei beliebiger Erregung

y(t) = A, cos ¢ x(t) = A, sin ¢  Fy, [x(t)}
wird, wobei

Py, (x(0)) = - = % x(t)

i

[
Al-
e

x

ﬁ
IF:
<Y
(..1

die Hilbert-Transformierte der Eingangsfunktion ist.
Es L&t sichleicht iberblicken, daB fir

x(t) = cos wet

y(t) = cos (w1 t - vo)

und fiir

x(t) = sin wyt

y(t) = sin (w1t - wo)
ist.

Das lineare Filter stellt somit einen idealen Phasenschieber
dar.

Ist nun ¢ = 9(t) , so wird aus dem Phasenschieber ein Phasen-
modulator mit der Gewichtsfunktion



o T -
g(t,T) = A, cos (9(t)) 8 (¢ -7) +

+ﬁ2 in (9(t)) gpetesr
n S a4 5§ t -7

und der zeitabhidngigen Ubertragungsfunktion
e, 50) = A, - oJ 8ign w ..w(t) .

In diesem Spezialfall hédngt die Gewichtsfunktion wie bei
einem zeitinvarianten System nicht vom StoBzeitpunkt, son-
dern von der seit dem StoBzeitpunkt verstrichenen Zeit t - 7T
ab.

Aus dieser Darstellung ergibt sich eine einfache Realisa-
tionsmoglichkeit fiir einen Phasenmodulator, wenn man beriick-
sichtigt, da8

cos (wt + m/2)

Fy; {Cos w t) = ~-sinw t

Fy; {sin v tJ

cos w t = sin (wt + ®m/2)

ist.
Py fx(t)}
90° x
x(t) y(t)
——e et ) Z _1 A
x
-cos ¢(t)
90°
sin ¢(t)
Iw(t)
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Die beiden "90°-Filter" sind fiir den interessierenden Hor-
frequenzbereich realisierbar und wurden aus Mitteln der DFG
beschafft.

Fiir ¢o(t) = k - sin w b

k

w
8

ergibt sich die in (8) definierte Ubertragungsfunktion mit Hil-
fe der erzeugenden Funktion fiir die Besselfunktionen
erster Art (ABRAMOWITZ, Dover Publications, New York, p. 361)

Modulationsindex
Modulationsfrequenz

1 o)
D z(t - 1/%) - nE::-oo Jn(z) . g8

hier also

ejk sign w « sin wst _

_ ek/2 sign w (ejwst - e-jwst)

+m . t
EE Jn(k) (sign w)? - I8 Yg
N = =0

zZu
+o '
S(jwyjw') = EE Jn(k) (sign w)® « 6(w - w' - n.ws) "
n= -

und das Ausgangsspektrum bei beliebiger Erregung hat die Form

+ 00
Y(jw) = [ X(iw') S (ju, jo') de'
- 00
+00 '
= > J,(k) (sign w)® + X(ju = jn wg) .
n = =
Es sei

x(t) = cos wyt,

X(jw) == [6(w + w1) + &(w - w1ﬂ

dann ist nach (9)
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+00
Y(jw) = nZZE:Jn(k) («1)2 » 8{w = wy =1 ws)

+ 00 .
+ T E;)Jn(k) * S(w + wy -1 ws)
und die zugehorige Zeitfunktion

+00 % i + —_
y(£) =S a3 (k) « (=1)" « &MY . oIN0gTY
- 00

e -Jwyt jnw_t
+:§;;Jn (k) » e™dW1% . odg% =

: . .t
~ju, b % (edWg® - ™Ity o
e - e

k jw_t ~-jw_t
: (- e'™s” + e 9¥8") =
gtdwgt | o 2

ejw1t . e-jk sin wst " e-jw1t +jk sin wst

¢ €

cos(wst - k sin wst) : ~ q.e.d.

Es sei noch erwdhnt, daB auch Abtastsysteme auf diese Weise
behandelt werden konnen, und zwar stellt die Abtastfunktion
die Ubertragungsfunktion G(t,jw) dar, was man sich am einfach-
sten am Beispiel eines periodisch getasteten Sinus klar-
machen kann.

Es scheint also einfacher, im Frequenzbereich zu arbeiten
als im Zeitbereich, da die Bestimmung der Hilbert-Trans-
formierten der Eingangszeitfunktion i.a. schwierig ist, ob-
wohl auch die Verh&dltnisse im Frequenzbereich anicht ein-
fach sind.

o' Qe
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Stabilitdt von zeitvariablen Systemen

Ein Stabilitédtskriterium von zeitvariablen Systemen 1l&aB8t
sich im Zeitbereich in Analogie zu zeitinvarianten Systemen
leicht definieren (s. z.B. R. UNBEHAUEN, Systemtheorie,
Oldenbourg, 1969, p. 29).

Ein lineares zeitvariables System ist genau dann stabil,
wenn die Gewichtsfunktion g(t,7 ) die Beziehung

+ 00
Ig(t,T)l a7l < o

= Q0
fiir alle t=Werte erfiillt.

Bildet man die Laplace-~Transformierte von g(t, T) besziiglich T,
so muB diese (s. z.B. DOETSCH, Theorie und Anwendung der
Laplace-Transformation) in der rechten Halbebene und auf der
imagindren Achse der s-Ebene fiir alle t analytisch sein.

In einem vom Verfasser erst kirzlich gefundenen Artikel von-
L.A., ZADEH, On Stability of linear Varying-Parameter Systems
(Journ. of Applied Physics, 22, p. 402) sind die oben ge-
fundenen Ergebnisse bestatigt.

Wahrend die Stabilitdtsuntersuchung einzelner zeitvariabler,
linearer Systeme relativ einfach ist, ergeben sich bei
Systemen mit Riickkopplung Schwierigkeiten, die bisher noch
nicht geldst werden konnten.

In dem oben zitierten Bericht von ZADEH wird ein Weg be-
schritten, der eine Moglichkeit 2zu bieten scheint, um zu
der Aussage ilber die Grenze der Stabilitdt in Abhdngigkeit
von der Verstarkung bei dem dem Forschungsauftrag zugrunde
liegenden Problem zu kommen.

- Die vorliegenden Untersuchungen wurden durch
eine Forschungsbeihilfe der DFG ermoglicht. -






